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Super y sub no ordenadas

En esta seccion vamos a ver un resultado de existencia de soluciones en presencia
de una subsolucién « y una supersoluciéon 3. Por ejemplo para el problema T-
periodico
u”(t) = f(t,u(t)),

ya sabemos que si o < 8 entonces hay al menos una soluciéon. Y también ten-
emos un resultado que asegura la existencia de una solucién cuando 8 < «,
usando el principio del antimédximo. Para eso hay que pedir que la derivada de
f no se haga muy negativa cuando u se encuentra entre 3(t) y «(t). Ahora ver-
emos un resultado que garantiza la existencia de soluciones sin suponer ningin
orden especifico entre o y 3. Pero claro, eso no es gratis sino que requiere alguna
condicion adicional: por ejemplo, que f sea acotada. En ese caso, podemos re-
currir otra vez a la descomposicién de Lyapunov-Schmidt y escribir el problema
como dos ecuaciones

u="1u+ K(Nu— Nu), Nu=0.
La primera ecuacién equivale en C2 al problema

u”(t) = Nu(t) — Nu(t) = f(t,u(t) — f(,u),

que se parece uno que vimos en su momento para la ecuacion del péndulo. Jus-
tamente, la chistosa ocurrencia de restar el promedio hace que cualquier solucién
de la ecuacién con condicién de Dirichlet w(0) = u(T) = r sea automdticamente
T-periddica, ya que fOT u”(t)dt = 0. Y el problema de Dirichlet tiene solucién
para cualquier r € R, ya que el término de la derecha es acotado. Lo que
buscamos entonces es una soluciéon dentro del conjunto

C:={ueC?:u=u+K(Nu— Nu)} = UCT’
reER

donde las fibras C, := {u € C : u(0) = u(T) = r} son no vacias. Pero esto

equivale a encontrar u € C tal que Nu = 0, lo que nos pone en una situacién



bastante mas auspiciosa. Observemos, por ejemplo, que siu € C verifica Nu > 0,
entonces

u”(t) = Nu(t) — Nu(t) < f(t,u(t)),
de modo que u es supersoluciéon. Pero ademads, como f es acotada vale que
[u—u(0)]o <R,

es decir,
u(t) > u(0) — R > «aft)

si u(0) = r > 0. En tal caso, tenemos una sub y una super ordenadas y entonces
existe una solucién; en consecuencia, no puede ocurrir que Nu > 0 para todo
u € C. En otras palabras, existe u € C tal que Nu < 0, y un razonamiento
analogo dice que también existe u € C tal que Nu > 0. jQué ganas de usar
Bolzano, en esta tarde gris! El pequefio inconveniente que tenemos ahora es que
C no tiene mucha pinta de ser conexo, asi que necesitamos un argumento un
poco mas preciso.

La idea es la siguiente: si suponemos Nu # 0 para todo v € C, entonces por
lo anterior sabemos que para cierto r > 0 vale Nu < 0 si v € C. y Nu > 0 si
u € C_,. En tal caso, vamos a mostrar que existe un conjunto C' conexo que
(valga la redundancia) conecta C, y C_,, en el sentido de que CNC, # 0 y
CNC_, # (. Eso va a permitir sacar provecho del cambio de signo de la funcién
(continua) u +— Nu.

-r r

Sin embargo, esta idea tan intuitiva requiere de un interesante lema de sep-
aracién, que merece -como corresponde- una seccién separada.

El lema de Whyburn

Mas allé de la aplicacién especifica, el lema de Whyburn es un resultado general
sobre espacios métricos compactos y dice que si dos cerrados no estan conecta-



dos, entonces se los puede separar, es decir, meterlos en dos cerrados comple-
mentarios. Tales cerrados son también abiertos, es decir, pertenecen a aquella
clase de conjuntos conocidos en inglés como clopen, sin que haya ninguna vari-
ante en espanol que resulte convincente. Justamente estos clopen juegan un rol
crucial en la demostracién, en particular porque permiten caracterizar las com-
ponentes conexas de un conjunto compacto. El resultado es muy lindo aunque
-curiosamente- no tan conocido:

Lema 0.1 Sean K un conjunto compacto, x € X y C, la componente coneza

de x. Entonces
C.= () F
FeA,

donde A, es la familia de conjuntos abiertos y cerrados F' tales que x € F'.

Demostracion: Sea B = nFeAz F. Si F e A,, entonces F' N C, es abierto y
cerrado en C,, luego C;, C F. En consecuencia, C; C B, asi que alcanza con
probar que B es conexo. Supongamos ahora que B = CUD, con C'y D cerrados
(en B) y disjuntos tales que € C. Como B es cerrado, C'y D son cerrados
en K. Luego podemos actuar con toda normalidad (en sentido literal) y decir
que existen U y V abiertos disjuntos tales que C C U y D C V. Pero ahora
observemos que
(| F\(UuV) =0,

FeA,

asi que existen Fi,..., Fy € A, tales que

N
(FATUV) =4,
j=1
es decir
N
F=()FcUUV.
j=1
Pero F' es un clopen hecho y derecho, asi que F N U es abierto. Pero también
es cerrado, ya que si z,, € FNU verifica x,, = =, entonces z € FF C UUV | pero
x ¢V, es decir: x € U. En resumen, FNU € A,, asi que D es vacio.
O
Vamos entonces a lo que nos convoca:

Lema 0.2 (Whyburn) Sea X un espacio métrico y K C X un subconjunto
compacto. Supongamos que C1,Co C K son cerrados no conectados por ninguna
componente conexa de K. Entonces existen K1, Ko C K cerrados disjuntos tales
que C; C K; y K = K1 UKy, Ademds, existe U C X abierto disjunto de Ko
tal que K1 CU yOUNK = 0.



Demostracion: Dado x € Cq, por el lema anterior sabemos que

() FnC,=0
FeA,
y entonces existen Fi,...,Fy € A, tales que F, := ﬂj\[:l F; es disjunto de
C5. Haciendo lo mismo para todo x y usando el hecho de que F, es abierto,
por la compacidad de C7 se deduce que existen xq,...,xp € Cp tales que

C; C Ky = U%Zl F,, . Pero F, es también cerrado, asi que K; es cerrado y
abierto. De esta forma, Ko := K\ K es cerrado y contiene al conjunto Cy. La
existencia de U es consecuencia nuevamente de la normalidad (nada que ver con
la tan mentada “nueva normalidad”): si U y V son abiertos disjuntos tales que
K, cUyKy,CV,entonces 0UNK =0UNV = (.
O
Volvamos ahora a la situacién anterior, en la que supusimos Nu # 0 para
todo u € C. Por comodidad, conviene pensar cada elemento v € C como pares
(s,v),cons =u(0) eRyv=u—se Cp:={we Cp:w0) =0}. De esta
forma, las fibras C, se transforman en conjuntos de la forma {s} x C,, donde

C, ::{vGC‘T:ervGC}.

Nuestro espacio métrico entonces va a ser R x Cr y en el papel estelar de
compacto vamos a tomar el subconjunto

K= U {s} x Cs.

—r<s<r

Pero de la compacidad, como dice el tango, hay que dudar de buena y de
contraria, aunque felizmente acd la cosa anda bien: como f es acotada, para
u € C tenemos que

[0 ]loe < cllu”]loc < C

y si ademds tenemos acotado u(0), entonces Arzela y Ascoli se ocupan del resto.

Como Nu # 0, entonces los conjuntos (cerrados) {r} xC, y {—r}xC_, estdn
desconectados y entonces, Whyburn mediante, tenemos cerrados disjuntos K.,
que los contienen, con K = IC,,UK_,. y un abierto U O K, disjunto de K_,. tal que
OUNK = . Como las soluciones satisfacen ||u—u(0)|l < R, podemos suponer
que U es acotado. Y ahora, pensando en la ecuacién v = u + K(Nu — Nu)
podemos definir

F(s,v):=v—7+ K[N(s4+v) — N(s+v)].

llega el momento de comprobar que en el mundo no cabia toda esta homo-
topia. En primer lugar, si F'(s,v) = 0 con s € [—r, 7], entonces (s,v) € K, que es
disjunto con 9U. Esto dice que deg(Fs, Us,0) estd bien definido y es constante,
donde U; := {v € Cr:s+ve U}. Ademds, el hecho de que K, C U implica
que
deg(F,,U,,0) = deg(F,, Br(0),0) = 1.



Por otra parte, KX_, NU = (), de modo que
deg(F_,.,U_,,0) = 0,

lo que es absurdo.

Otra aplicacién concreta del lema de Whyburn puede verse en el problema
del chemostato, que es un modelo para biorreactor que reproduce las condiciones
béasicas de algunos ecosistemas simples para poblaciones de microbios. Si se trata
de una tnica especie de microbios, las ecuaciones correspondientes estan dadas
por el sistema

§(t) = Ds () — Ds(t) — u(s())a(t),

i(t) = a(t){u(s(t—7)) - D},

donde s(t) es la densidad del nutriente, x(t) es la densidad de la especie de
microbios, s°(¢) > 0 es el suministro de nutriente, D > 0 es la tasa de dilucién,
w: [0, 400) — [0,4+00) es el crecimiento per-capita de la especie y su consumo
de nutriente, donde se asume

(1)

(P) p(-) es de clase C*, 1/(s) > 0 para s > 0y u(0) = 0.
Un ejemplo tipico es la funcién de Michaelis-Menten:

_ Hmax$S

T ks+s

wu(s) con D < pimax ¥ ks > 0.

En este caso, el delay 7 representa el tiempo requerido para metabolizar el
nutriente. Para el caso auténomo (s” constante), es inmediato verificar que
(s°,0) es un equilibrio (llamado trivial) y ademas:

e No hay otros equilibrios no-negativos si u(s%) < D.

e Hay un tnico equilibrio positivo si u(s®) > D.

La pregunta que surge es la siguiente: si s° es ahora una funcién positiva
T-periédica con T" > 7, entonces hay soluciones T-periédicas positivas? Una
primera observacién obvia es que siempre existe la llamada solucién trivial.
Concretamente, si 2(0) = 0 entonces ¢ =0y

s'(t) = D(s°(t) — s(t)),

que tiene una tnica solucién T-periddica v*(¢) > 0. La cuestién, entonces,
consiste en encontrar condiciones para que existan soluciones no triviales.

Es bastante facil encontrar una condicién necesaria, que es completamente
analoga a la del problema auténomo: si existe una solucion T-periddica positiva,
entonces (v*) > D. Esto se debe al hecho de que si (s,z) € ChxCk con s,z > 0
es solucién, entonces integrando la primera ecuacién se obtiene Ds® > Ds3.
Pero ademés vale v* = 3%, lo que prueba que s(tg) < v*(tp) para algin t.




Supongamos que s en algin momento es mayor o igual que v*, entonces podemos
tomar el primer valor ¢; > 0 tal que s(t1) = v*(t1) y luego §'(t1) > (v*)'(t1).
Pero por otro lado, a partir de la ecuacién se obtiene

(0" = 5)'(t) = =D(v"(t1) = s(tr)) + p(s(tr))(tr) = p(s(tr))z(t2) > 0,

lo que es absurdo. Esto quiere decir que v*(t) > s(t) para todo t y entonces,
integrando la igualdad

=u(s(t—7))—D

se deduce que D = p(s) < p(v*). Lo que no es evidente es que esta condicién
es también suficiente, aunque resulta algo maés claro cuando 7 = 0: en efecto,
sumando las dos ecuaciones se obtiene

(s +2)'(t) = D[s°(t) — (s(t) + z(1)))],

de donde se ve que s + x = v*. El problema se reduce entonces a una ecuacion
escalar y no es dificil probar que hay soluciones positivas.

Para el caso general, vamos a apelar a una estrategia de operador de Poincaré
combinada con grado y lema de Whyburn. En principio, sabemos que para
cualquier (p,z¢) € C[—7,0] x [0,400) con ¢ > 0 existe una unica solucién
del problema de valores iniciales. Es facil ver, igual que antes, que si p < v*
entonces 0 < s(t) < v*(t) para todo ¢ > 0 y las soluciones estdn globalmente
definidas. Esto permite definir sobre la regién {0 < ¢ < v*, 9 > 0} el operador
de Poincaré P, que (ejercicio) resulta compacto. Sin embargo, no es facil ver
de manera directa que P tiene algin punto fijo ademés de la solucién trivial
(v*,0), asi que procederemos de la siguiente forma: para cada xg > 0 el operador
(compacto) Py, (¢) := P(¢, o) deja fija la regién (convexa, cerrada, acotada)
C* := {0 < ¢ < v*}, asi que por Schauder existe al menos un punto fijo. Se
trata, entonces, de encontrar uno de tales puntos fijos con xg > 0 de manera tal
que la correspondiente solucién (s,z) sea periédica. Pero mirando la segunda
ecuacion

2’ (t)

x(t)
es facil verificar que la condicién necesaria y suficiente para que (s,z) sea
periédica es que

— u(s(t - 7))~ D

Ig.a)i= [ [utstt =) = Dldt =0

Acéd es donde se pone en juego el lema de Whyburn, ya que uno observa que
si p* = v||_r,g) entonces por hipétesis vale I(¢*,0) > 0; por otra parte, si ¢ es
un punto fijo de P,, con zp > 0 entonces I(p, z9) < 0. Esto tiene su pequeio
truco, aunque se puede ver por ejemplo que el maximo sy de la funcién s, en
[—7, T satisface

C

max Si
1(Smax) o



para cierta constante C. De esta forma, si xg = L > 0 resulta que p(s,(¢))
es chico para todo t, de donde se obtiene que I(p,z9) < 0. En consecuencia,
podemos definir el conjunto

K= |J {peCc:Pp)=¢}= |J K

0<zo<L 0<zo<L

que, como el lector podra verificar, es tan compacto como el que mas. Luego,
alcanza con probar que hay un conexo C tal que CNKyy CNKy son no vacios.

Como antes, si los cerrados Ky y Kp estuvieran desconectados, entonces
existirfan cerrados disjuntos Cy, C' que los contienen tales que K = Co UCL v
un abierto Q € C* con Q D Cy tal que 92N K = (. Como todos los posibles
puntos fijos viven en K, esto quiere decir que

deg(I — P,,,9,0)

estd bien definido y es constante. Ademas, todos los puntos fijos para zg estan
en la correspondiente fibra, asi que

deg(I — P,9Q,0) =0.

Por otra parte, por un argumento de truncamiento es facil extender Py a todo
el espacio C[—7,0], tal como hicimos en el método de super y subsoluciones.
Luego se ve que para R > 0 vale

deg(I — Py, €, 0) = deg(! — Py, Br(0),0) =1

y asunto terminado. Y también, ya que estamos, clase terminada.



